10. EINE ANWENDUNG DER JORDAN-NORMALFORM IN DER ANALYSIS

In vielen physikalischen Anwendungen ist es notwendig, Systeme von Differentialgleichun-
gen der Form:

Y1 () = i1 - ya(t) + brz - y2(t) 4+ -+ - + bin - ya(t) + f1(2)
Yo (t) = bo1 - y1(t) + bag - y2(t) + -+ - + ban - yn(t) + f2(2)

y;l(w = bn1 - yl(t) + bpa - yQ(t) + 4 by yn(t) + fn(t)

zu betrachten, wobei I C R ein Intervall, y1, ..., ¥y, : I — R differenzierbare reelle Funktionen,
bij € Rfiirallel <4,j <n,und f1,..., f, : I — R stetige Funktionen sind. Ist dann B = (b;)
die Matrix mit den Koeffizienten b;;, so kénnen wir das System auch in der Kurzschreibweise

y/(t) =B- y(t) + f(t)v y(t) = (yl(t)7y2(t)7 s 7yn(t))T7 f(t) = (fl(t)v EER) fn(t))T

formulieren, wobei dann y'(t) := (y;(t), ..., v, (t))T die komponentenweise Ableitung von
y : I — R"™ bezeichnet. Definieren wir Konvergenz von Vektoren durch die Konvergenz der
Komponenten, so ist y : R — R" differenzierbar in ¢ genau dann, wenn

1
"(¢) = lim —(y(t + h) —y(¢
y'(t) = lim = (y(t + 1) = y(t))
existiert. In der Regel wird zusétzlich zum oben gegebenen System von Differentialgleichungen
noch eine Anfangsbedingung

y(to) = yo = (Y10, - - - >yn0)T

vorgegeben, wobei tg € I eine gegebene “Anfangszeit” ist. Gesucht sind also alle (kompo-
nentenweise) differenzierbaren Funktionen y : I — R™ mit ' = B -y + f(¢) und y(to) = vo.
Eine Gleichung dieser Form heif3t System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten mit der Anfangsbedingung y(to) = yo. Ist f = 0, so heifit das System
y' = By homogenes System linearer DGLn erster Ordnung.

Beispiel 10.1. Ein Zahlen-Beispiel: Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen 1, yo, y3 :
R — R mit

y1(t) = y1(t) + 2y2(t) — ya(t) + sin(t)
Yo (t) = —y2(t) + ya(t) — cos(t)
y3(t) = 3y1(t) + y2(t) + ¢

1 2 -1
und der Anfangsbedingung y1(0) = 1,y2(0) = 0,y3(0) = 2. Ist dann B = [0 -1 1 [,
3 0 1

und f(t) = (sin(t), —cos(t), )", so ist das obige System von Differentialgleichungen gegeben
durch die Gleichung y/(t) = B -y(t) + f(t), y(0) = (1,0,2)T, wobei y = (y1,y2,93)" : R — R3
die gesuchte R3-wertige Funktion ist.

Bemerkung 10.2. (1) Tatséchlich ist es niitzlich, sich nicht auf den Fall reeller Funktionen

zu beschréinken, sondern auch komplexwertige Funktionen und komplexe Matrizen zuzulassen.
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Ist dabei f : I — C,soist f differenzierbar in ¢t € R, wenn f’(¢) := limy_,q w existiert.
Ist f=g+ihund g,h : R — R, so ist f genau dann differenzierbar in ¢, wenn g und h in
t differenzierbar sind, und dann gilt f'(¢t) = ¢'(t) + ¢h/(¢). Mit diesem Verstéindnis fiir die
Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktionen auf R kénnen wir jetzt auch Systeme der
Form

y=B-y+f ylto) =y
mit B € M(n x n,C) und yy € C™ betrachten. Die gesuchte Losung ist dann eine Funktion
y: I — C". Wir werden im folgenden diesen allgemeineren Fall betrachten.
(2) Durch die Substitution ¢ — t+tp konnen wir uns immer auf den Fall ¢y = 0 beschrénken:
Dazu setze J =: [ —tg = {t—tg:t € [} und f : J — C", f(t) = f(t+1o). Ist dann § : J — C"
mit 7 = B -§ + f und §(0) = yo, und setzen wir y(t) := §(t — to), so folgt sofort aus den
Ableitungsregeln, dass ¢y’ = B -y + f mit y(to) = yo.

Im eindimensionalen Fall ist es sehr leicht, eine Losung der homomgenen Differentialglei-
chung 9/(t) = b - y(t), y(0) = yo anzugeben. Nachrechnen zeigt sofort, dass y(t) = ePyq eine
Losung dieser Gleichung ist. Mit etwas mehr Miihe sieht man dann sogar ein, dass dies die
einzige Losung der Gleichung ist. Wir werden gleich sehen, dass eine &hnliche Formel auch
fiir Systeme gilt.

Zunichst bendtigen wir ein Verfahren, wie wir Matrizen in Potenzreihen einsetzen kénnen.

Definition 10.3. Sei ) ;- , Ai eine Reihe von Matrizen in M (n x n,K) mit K=RVC, d.h.,
Ai € M(n x n,K) fiir alle k € Ny. Sei

n
Sp 1= ZAk € M(n x n,K)
k=0
die n-te Partialsumme der Reihe. Wir sagen dann, dass die Reihe Y 7 ; Aj, gegen eine Matrix
S € M(nxn,K) konvergiert, wenn (Sy,); ; — S; ; fur alle 1 <14, j < n gilt, wobei (Sy,); ; (bzw.
Si ;) den i, j-ten Eintrag von S, (bzw. S) bezeichnet. Wir schreiben dann S := 3 77 ; Ay.

Wir wollen im folgenden das Konzept der absoluten Konvergenz auf den Fall von Matrizen-
Reihen {ibertragen. Dazu bendtigen wir

Definition 10.4. Sei K = RV C und sei K" versehen mit dem Standard-Skalarprodukt (-, -)
und der zugehorigen Norm ||-||2. Ist dann A € M (nxn, K), so definieren wir die Operatornorm
|Allop von A durch

| Allop := sup{||Az||2 : z € K" mit ||z]|2 < 1}.
(Da die Abbildung z +— ||A;||2 stetig auf der kompakten Menge B; = {z € C" : ||z]2 < 1}
ist, nimmt sie auf B; ihr Maximum an. Die Abbildung ist ||A||,, ist daher wohldefiniert.)

Lemma 10.5. Die Abbildung || - |lop : M(n x n,K) — [0,00); A — ||Al|op ist eine Norm auf
dem K- Vektorraum M (n x n,K). Ferner gelten:
(i) |Azll2 < ||Allopll2ll2 fir alle A € M(n x n,K), z € K";
(ii) [|ABllop < | AllopllBllop fiir alle A, B € M(n x n,K), und
(ii1) /Y iy laijl> < ||Allop fiir alle A € M(n x n,K), 1 < j < n. Insbesondere folgt
laij| < ||Allop fiir alle 1 <,i,5 < n.
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Proof. Man rechnet leicht nach, dass [|[AAl[j2 = |A[||A]|op und ||Allop =0 = A = 0 gelten. Fiir
die Dreiecksungleichung seien A, B € M(n x n,K). Da die Abbildung z — [|(A + B)z||2 auf
auf der Einheitskugel By C K" ihr Maximum annimmt, existiert ein zg € By mit ||[A+ Bl|op =
|(A+ B)zp||2. Dann folgt

A+ Bllop = [[(A+ B)zoll2 = |Azo + Bzoll2 < [|Azoll2 + || B2oll2

< sup [[Azl2+ sup [[Bz|l2 = [|Allop + [ Bllop-
Izll2<1 Izll2<1

Damit ist gezeigt, dass || - ||op eine Norm ist. Die Aussage in (1) folgt direkt aus der Definition
von || Al|op: Ist z = 0, so ist auch Az = 0 und es folgt 0 = || A0||2 = ||Al/op]|0]|2. Ist 2 # 0, so
ist Wz € B und es folgt

1

142l = AR,

2)ll2ll2ll2 < [ Allop 2|2

Fiir den Beweis von (2) sei z € B; beliebig. Dann folgt mit (1):

1) 1) llzll2<1
|ABz[]2 < HAHOPHBZHQ < HAHOPHBHOPHZHQ < ||A||0pHB||op'

Dann folgt auch ||AB||op = sup,cp, [|[ABz|l2 < ||Allopl|Blop-
Fiir den Beweis von (3) sei j € {1,...,n} fest und betrachte z = e; € B;. Dann folgt

n

> lail? = [l Aej 13 < AL,
i=1

Es folgt /32121 i1 < [[Allep- Da lai;| < /320 lai;|* folgt (3). O

Definition 10.6. Eine Reihe von Matrizen Y ;2 Ag heiBt absolut konvergent, wenn
> i llAk|lop in R konvergiert.

Bemerkung 10.7. Anstelle von || - ||op konnte man hier auch jede andere Norm auf M (n x
n, K) einsetzen. Da alle Normen auf endlich-dimensionalen Rdumen dquivalent sind, wire der
entsprechende Begriff von absoluter Konvergenz dquivalent zu dem obigen.

Satz 10.8. Jede absolut konvergente Reihe Y p-, Ay ist konvergent. Es gilt dann sogar, dass
fiir jedes 1 < 4,5 < n die Reihe der i,j-ten Eintrige > o (Ag)ij von Y poqAp absolut
konvergent ist.

Proof. Nach Lemma 77 gilt fiir alle 1 <14,5 < n:

D AR <D 1 AKop:
k=0 k=0

Damit ist >~ || Akllop eine konvergente Majorante von » 72 o [(Ag)i |- O

Folgerung 10.9. Sei f(z) =Y 72, apz" eine Potenzreihe in K = RV C mit Konvergenzreihe
R > 0 (d.h., die Reihe konvergiert fiir alle z € K mit |z| < R absolut und sie divergiert,
wenn |z| > R). Ist dann A € M(n x n,K) mit ||A]op < R, so konvergiert die Reihe f(A) :=
S ar AR absolut in M(n x n,K).
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Proof. Nach Lemma ?? (2) gilt || A¥|,, < HAngp fiir alle k € Ng. Damit folgt

o o (e.)
D llanA¥llop =Y la[A¥lop < D lanll|Allh, < oc.
k=0 k=0 k=0

Da ||A|lop < R ist die Reihe auf der rechten Seite konvergent. O

Die Exponentialreihe exp(z) = > 72 %zk hat bekanntlich den Konvergenzradius R = oo.
Wenden wir die Folgerung auf diese Reihe an, so konnen wir definieren:

Definition 10.10. Fiir B € M (n x n,C) definieren wir
- Ly
eXp kz: E

Bemerkung 10.11. (1) Ist B € M(n x n,R) eine reelle Matrix, so ist jede Komponente

von exp(B) ein Grenzwert einer reellen Folge, und damit ist auch exp(B) € M (n x n,R).
(2) Ist A =C~!BC fiir ein C € GL(n,C), so folgt

Ak =(Cc7'BC) - (C7'BC)---(C'BC) = Cc™'B(C~'C)B(C'C)--- (C~'C)BC
= C 'BEBE---EBC = C™'B*C,

fiir jedes k € Ny, und damit folgt

exp(A i; :i -1gkc @ o= (Zk.Bk)C C~'exp(B)C.

k=0

Hierbei folgt die Gleichung (x) wegen der Stetigkeit der Abbildung A + C~'AC beziiglich
| - llop, denn fiir alle A, B € M(n x n,C) gilt

|CTAC = C7LBC oy = [CHA = BYC|lop < [C opCllopll A = Bllop-
Ahnlich wie im Komplexen erhilt man eine iiberaus niitzliche Funktionalgleichung:

Lemma 10.12. Seien A,B € M(n xn,C) mit A- B= B-A. Dann gilt
exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

Proof. Sind A, B € M(nxn,C) mit A-B = B- A, so folgt mit dem {iblichen Induktionsbeweis
(siehe LA1) die Binomische Formel

i
- B,

Mw

(A+ B)k

.
Il
=)
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fiir all & € Ny. Mit dem Cauchy-Produkt (CP) fiir absolut konvergente Reihen (in einer
entsprechenden Version fiir Matrixreihen) folgt dann

() (B) = | Y 40| (Z B )
j=0 k=0
Ty A 1
= ,Aj> : ( : Bk—j)
kzzo = (J! (k= J)!
00 1 k
e
S (S e
k=0 =0
= Z %(A + B)¥  (Binomische Formel)
k=0
=exp(A + B)

Ist B € M(n x n,C), so wollen wir nun die Matrixwertige Funktion
Y:R— C" Y(t) :=exp(tB)

betrachten. Wir definieren Differenzierbarkeit von Matrixwertigen Funktionen wie fiir Vek-
torwertige Funktionen durch die Differenzierbarkeit aller Komponenten. Dies ist wieder dqui-
valent zur (komponentenweisen) Existenz des Grenzwertes

Y'(t) = lim = (Y(t+h)—Y(t)).

Satz 10.13. Seien B € M(n xn,C), Y(t) :=exp(tB) und yo € C". Dann gelten:
(i) Y'(t) = B -exp(tB) = B - Y (t).
(ii) y: R — C™; y(t) := exp(tB) - yo ist eine Lisung des Systems y' = B -y, y(0) = yo.

Beweis: Betrachten wir die Funktion
Y (t) = exp(tB) = —t’“B’“

so stellen wir fest, dass jede Komponente Y( )ij von Y (t) durch eine Potenzreihe
Yoreo dij(k)t* gegeben ist, wobei d;;(k) die ij-te Komponente der Matrix k,Bk ist. Da
die Exponentialreihe fiir alle tB absolut konvergiert, haben alle diese Reihen unendlichen
Konvergenzradius, und wir diirfen auf ganz R gliedweise differenzieren (siehe Analysis).
Damit folgt

o0

> 1

— tk‘ lBk B. tk‘—lBk‘—l
>k K ( k1)
k=1 k=1

( ) = B -exp(tB).
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Mit (1) erhalten wir fiir y(t) = Y (¢) - yo:

y'(t) = lim %(y(t +h) —y(t)) = lim %(Y(t +h) -y =Y (t) - w)
= <Ilbiir%)(Y(t +h) - Y(t))> yo=DB-Y(t) yo
= B-y(t)

und y(0) = exp(0B) - yo = Ep, - yo = yo.!
O

Bemerkung 10.14. (1) Man kann auch hier zeigen, dass die im Satz angegebene Losung die
einzige Losung des homogenen Anfangswertproblems 3’ = By mit der Anfangsbedingung

y(0) = yp ist!
(2) Da exp(tB) € M(n x n,R) wenn B € M(n x n,R) (sieche Bemerkung ??) folgt: Sind B
und yo reell, so ist auch y(t) fir alle ¢ € R reell!

Wir wollen nun noch eine Losungsformel fiir das inhomogene Anfangswertproblem

(10.1) y' = By+ f,y(0) = yo

angeben. Hierfiir betrachten wir den Ansatz: y(t) = Y (¢)c(t) fiir eine stetig differenzierbare
Funktion ¢ : I — C" und Y (¢) = exp(tB). Einsetzen in (??) liefert wegen y(0) = Y (0)c(0) =
¢(0) und Y'(t) = BY (¢):

= BY(t)c(t) + f(t), c

c(t) (0) = wo
= Y(t)d(t) = f(1), (0) = yo
= d(t)y= Y(t) f(t), c(0) = yo
— c(t) = c(0)+ [[Y(s)" f(s)ds, c(0) = yo
= c(t) = yo+ [y exp(—sB)f(s)ds,

wobel wir im letzen Schritt benutzt haben, dass exp(—tB)exp(tB) = exp((—t + t)B) =
exp(0B) = E, gilt, also Y (t)~! = exp(tB)~! = exp(—tB) fiir alle ¢t € R. Zusammen erhalten
wir nun:

Satz 10.15. Sei A € M(n xn,C) und f : I — C stetig mit 0 € I. Dann ist

i) =expt5) (10 + [ exp(—sB)f(s) i)

eine Lisung des Anfangswertproblems y' = By + f,y(0) = yo.

10.16. Berechnung der Funktion Y (t) = exp(¢B). Wir wollen nun iiberlegen, wie wir
die Funktion Y (t) = exp(tB) fir B € M(n x n,C) mit Hilfe einer Jordan-Normalform von
B explizit berechnen kénnen. Da jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren zerfillt, kénnen
wir nach Satz 9.6 eine Matrix C' € GL(n,C) finden (und im Prinzip auch berechnen), so dass
A = C7'BC eine Jordan-Matrix ist. Dann folgt t B = CtAC~! und exp(tB) = Cexp(tA)C L.
Es geniigt also zu wissen, wie die Funktion exp(tA) fiir jede Jordan-Matrix A berechnet
werden kann.

Hst 0, € M(n x n,C) die Null-Matrix, so folgt exp(0n) = > 7o, %Oﬁ = 502 =1-FE,=F,.



Sei nun
J1
A=
Im
eine beliebige Jordan-Matrix mit den Jordan-Ké&sten Jy, ..., J,,. Nach den Rechenregeln fiir
Blockmatrizen gilt dann
Y
Al =
Jk
und daraus folgt schnell
exp(tJy)
exp(tA) =
exp(tJm)

Es geniigt also zu wissen, wie die Matrix exp(¢.J) zu berechnen ist, wenn

A1 0 - 0
0o X 1 0
J=1": .. | e M(kxk,C).

0 0o X 1

0 0 A
0 1 0 0
0 0 1 0

Dann gilt aber J = AE+ N mit N = | : .. . ¢ |.DaAE mit N vertauscht

0o --- 0 1
0 -« -« 0 0

(und dann auch tAE mit tN) folgt mit Lemma ?7?, dass
exp(tJ) = exp(tAE + tN) = exp(tAE) - exp(tN).

Wegen (tAE)* = (t\)*E folgt

1 1
exp(tAE) Z H (tAE)* <Z o (tX) ) E =¢"E.
k=0 k=0

Eine leichte Rechnung (benutze Lemma 9.9) ergibt ferner, dass
Nt .= (0,...,0,€1,...,€x-1),

wobei die ersten | Eintrége aus Nullspalten bestehen, und dann die ersten k£ — [ Einheitsvekto-
ren des CF als weitere Spalten der Matrix N' auftreten. Insbesondere gilt N*¥ = 0. Einsetzen
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in die Exponentialreihe ergibt (mit N° = E):

2 3 tk—l tk
A
2t th—
0 1 ¢t 5 3 - G-
exp(tN) = —_—
t2
o 1 ¢ =z
0 1 t
1
Zusammen folgt
2 tA 3tA k—1_tA k tA
et 55 t:f!A A (=) :if! A
2t 3 —1
0 e et t;f t;t . t(k:—f;'
exp(tJ) = e exp(tN) = .
0 et tet t2et?
0 el tth)‘
0 et
01011 2 00 4 -1
00 2 01 0 2 0 4 —1
Beispiel 10.17. Sei B := |0 0 0 2 1]|. Danmist ¢ := |0 0 1 4 O eine
000 2 2 0004 1
00 0 0 2 00 00 2
01 0 0O
00100
Trransformations-Matrix mit A = C~!BC = [0 0 0 0 0[. Damit folgt exp(tB) =
000 21
00 0 0 2
Cexp(tA)C~! mit
1t 2 0 0
01 ¢ 0 O
exp(tA)=10 0 1 0 0
00 0 e te
00 0 0 €

Nachrechnen ergibt:

1t t?

0 1 2t —1-2t+¢*
Y(t):=exp(tB)= |0 0 1 —1+ 2

00 O e2t

0 0 O 0

—1—t—t?+e® 141+ 512 — e + 2te*

14t —e2t 4 2te?t
1 %ezt + 2te?t

2
2te?t
o2t



Fiir das System ' = By, y(0) = (1,0,2,0,1)! ergibt sich die eindeutig bestimmte Losung

241+ 262 — e + 2te?
1+ 3t — e + 2te?t
y(t) =Y (t)yo = 5 1e% 4 2t
2tet
62t



