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IV. Affine Abbildungen

1. Kongruenzabbildungen

Bei einer Kongruenzabbildung wird jedem Punkt P(x|y) der zweidimensionalen Ebene R? in
eindeutiger Weise ein Bildpunkt P'(x’|y’) von IR? zugeordnet. Der Zusammenhang zwischen
den Koordinaten des Punktes P und seines Bildpunktes P’ kann man durch 2 x 2-Matrizen und

Vektoren beschreiben.

Fiir die aus der Sekundarstufe I bekannten Kongruenzabbildungen Spiegelung, Drehung und
Verschiebung kann der Zusammenhang sowohl durch Abbildungsgleichungen als auch mit Hilfe

von Matrizen und Vektoren dargestellt werden.

A. Spiegelungen

Beispiel: Spiegelung an der x-Achse
Spiegeln Sie das Dreieck PQR mit
P(1]2), Q(5|1), R(4|3) an der x-Achse.
Geben Sie die Abbildungsgleichungen
und die Matrixdarstellung der Abbil-
dung an. Wie lauten die Bildpunkte?

¢ Losung:

© Bei der Spiegelung an der x-Achse wird
© der Punkt P(x|y) auf den Punkt P'(x| —y)
. abgebildet. Fiir die Koordinaten x" und y’
¢ des Bildpunktes P’ gelten daher die beiden
i Abbildungsgleichungen X' =x,y = —y.

© Dieser Zusammenhang ldsst sich auch
durch linksseitige Multiplikation des Orts-
: vektors des Punktes P mit einer quadrati-
: schen 2 x 2-Matrix A beschreiben, welche
. man als Abbildungsmatrix bezeichnet.
Als Bildpunkte erhalten wir hier:

> P'(1]-2),Q'(5| —1) und R'(4|-3).

Ubung 1 Spiegelung

y A ‘ JR
p I
| Q
1 X
-1
P' Q
\\/‘
[ IR
Abbildungsgleichungen:

X'=x, y=-y

Darstellung mit der Abbildungsmatrix:
1 0 - .

A=(o-1) F=aD

Bildpunkte:

yns-(3 ) (- ()
= P'(1|-2)
Analog folgt: Q'(5|—1) und R'(4|-3)

a) Wie lauten die Bildpunkte von A(7|—3) und B(—4|2) bei Spiegelung an der x-Achse?
b) Welcher Punkt P wird bei der Spiegelung an der x-Achse auf den Punkt P'(—6|5) abgebildet?
¢) Wie lauten die Abbildungsgleichungen und die Matrix bei Spiegelung an der y-Achse?
d) Wie lauten die Abbildungsgleichungen und die Matrix bei Spiegelung an der Winkelhalbie-

renden y = x des 1. und 3. Quadranten?

Ubung 2 Spiegelung an einer Winkelhalbierenden

a) Konstruieren Sie die Bildpunkte der Dreiecks mit den Ecken A(2|—6), B(4]9) und C(—5|—7)
bei Spiegelung an der Winkelhalbierenden y = —x des 2. und 4. Quadranten.

b) Wie lauten die Abbildungsgleichungen und die Matrixdarstellung dieser Abbildung?
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B. Drehung um den Koordinatenursprung mit dem Winkel «

Als zweites Beispiel betrachten wir nun ei-
ne Abbildung, die jeden Punkt P(x|y) der
Ebene im mathematisch positiven Sinne
um den Winkel f um den Ursprung dreht.

o sei der Winki zwischen der x-Achse
und der Strecke OP.
r sei die Lénge der Strecke OP.

Damit lassen sich die Punktkoordinaten
X, y bzw. X', y' durch die nebenstehenden
Gleichungen (1) bzw. (2) darstellen. Die
Gleichungen (2) lassen sich mit Hilfe der
Additionstheoreme (vgl. Mathematischen
Streifzug auf Seite 124) zu (3) umformen.

Durch Einsetzen von (1) in (3) erhalten wir
die Abbildungsgleichungen (4). Die Matri-
zendarstellung enthélt eine nur vom Win-
kel ¢ abhingige Matrix A, welche man als
Drehmatrix bezeichnet. Durch Multiplika-
tion mit dieser Matrix kann man also Punk-
te um den Ursprung drehen.

Ubung 3 Drehung

y A "?“Pl(xv|y7)

i Ply)

/@\”z |
o) L .
X

o

(1) x=r-cosa

y=r-sina

(2) X' =r-cos(a+ @)
y' = r-sin(o+ @)

(3) X' =r-coso-cos@ —r-sino - sin @
y =r-sina-cos@+r-coso-sin@

4) X' =cos@-x—sin@-y
y =sin@-x+cos@-y

=/ (Cosp —sing\ -
(5)p17<sintp costp)’p
N—_————

Drehmatrix

a) Auf welchen Punkt wird P(2|5) bei einer Drehung um 30° abgebildet?
b) Welches Bilddreieck entsteht bei Drehung der Dreiecks A(3|1), B(6] —3), C(4]5) bei einer

Drehung um 180°?

C. Verschiebungen

Bei einer Verschiebung um v; in
x-Richtung und um v; in y-Richtung
wird der Punkt P(x|y) auf den Bildpunkt
P'(x+ v |y +v2) abgebildet.

Bei dieser Abbildung ergibt sich der Bild-
vektor V' nicht durch Multiplikation einer
Matrix A mit dem Original V.

Die Verschiebung kann aber beschrieben
werden mit Hilfe des Verschiebungsvek-

= _ (V1). =) = -
torsvf<V2>. p=p+V.

Ubung 4 Verschiebung

Abbildungsgleichungen:
X' =x+vi, yY=y+wv

Darstellung mit dem Verschiebungsvektor:
p=p+v

Eine Verschiebung wird durch den Verschiebungsvektor v = (7;) beschrieben.
a) Wie lauten die Koordinaten des Bildpunktes von P(—1|5)?

b) Welcher Punkt P wird auf P’(8|2) abgebildet?
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Additionstheoreme

Auf der vorstehenden Seite wurden zwei Formeln verwendet, bei denen als Argument der
trigonometrischen Funktionen Sinus bzw. Kosinus die Summe zweier Winkel auftritt. Diese
Formeln bezeichnet man als Additionstheoreme. Fiir die Winkel o und j gilt:

sin(ot+ ) = sino - cos B+ cos o - sin 3,
cos(ot+ ) =coso - cos B —sino - sin 3.

Weitere Additionstheoreme findet man in den gebrauchlichen Formelsammlungen. Sie besitzen
allesamt zahlreiche Anwendungsfalle. Im Folgenden soll die erste der obigen Formeln bewiesen
werden. Den Beweis der zweiten Formel {iberlassen wir einer Ubung.

Beim Beweis des Additionstheorems
sin(o.+ B) = sino - cos f +cos o - sin B

beschrianken wir uns auf positive Winkel o
und B mit o + < 90°.

Das nebenstehende Bild zeigt einen Ein-
heitskreis mit den Winkeln o und f3.
<ABD hat ebenfalls das Mall o, denn
die Strecke BA steht senkrecht auf dem
Schenkel MA des Winkels <<AMD und die
Strecke BD steht senkrecht auf dem Schen-
kel MD des Winkels <AMD.

sinf

Sowohl das rote als auch das griine Drei-
eck sind rechtwinklig. Die rechten Winkel
liegen bei E bzw. C.

M A E

Das MaB von <AMB ist gleich & + 3. Dem obigen Bild kann man entnehmen:
sin(ct + B) = |AB| = [AC| + [CB| = [ED| +|CB| = a+b.

Wir bestimmen im Folgenden a und b.

a
Im roten Dreieck gilt sina = —B, also folgt:  a=sina-cosf.
cos
" . . b .
Im griinen Dreieck gilt cos @ = ,—B, also folgt: b= cosa-sinf.
sin

Mit sin(ot + ) = a+ b ergibt sich schlieBlich:

‘sin((x—i—ﬁ) =sina-cosf +cosa-sinf ‘

Ubung
Beweisen Sie das Additionstheorem cos(o + ) = cos - cos B —sina - sin 3.

Hinweis: Aus dem obigen Bild kann man ablesen: cos(o + ) = [MA| = [ME| — |AE].
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2. Affine Abbildungen

Im 1. Abschnitt wurden drei elementare Abbildungen behandelt, die durch Abbildungsgleichun-
gen der Form p’ = A - P oder p’ = P+ V beschrieben werden. Bevor wir solche Abbildungen zur
Klasse der affinen Abbildungen p' = A -p + v zusammenfassen und deren Eigenschaften niher
untersuchen, sollen zwei weiter Abbildungen betrachtet werden, die ebenfalls aus der Sekundar-
stufe 1 bekannt sind, ndmlich die Streckung mit dem Koordinatenursprung O als Streckzentrum
mit dem Streckfaktor k sowie die Scherung mit der x-Achse als Scherachse.

A. Streckung mit dem mit dem Streckfaktor k und dem Streckzentrum O

Rechts ist die Streckung eines Dreiecks .
PQR mit dem Streckfaktor k = 2 und dem y p' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ R’
Ursprung O als Streckzentrum dargestellt.
Dabei gilt P(1]3), Q(2|1) und R(4|3).

Bei der Konstruktion des Bildpunktes \

P/(x'ly’) ist zu beachten, dass die Punkte 2 Paare]

O, P und P’ auf einer Ursprungsgeraden ’,.,-\“

liegen und die Entfernung von O nach P’ [‘Q >
genau doppelt so lang ist wie die Strecke © 2 4 6 X
von O nach P. Es gilt also X' =2-1 =2,

y' =2-3=6,d.h,, esist P’(2]6). Die Bild- Abbildungsgleichungen:

punkte Q’(4]2) und R’(10]6) werden ent- xX'=2x, y =2y

sprechend errechnet.
Matrixdarstellung / Streckmatrix:

Allgemein gelten die Abbildungsgleichun- <x’ ) _ (2 O) ) (x)
gen X' = kx und y’ = ky. Die Abbildungs- y) \02) \y
matrixistdannA:(lgl(:). bZW-ﬁle'ﬁmitA:((Z)g

Ubung 1 Streckung mit negativem Streckfaktor k < 0

a) Erldutern Sie, wie sich eine Streckung mit dem negativen Streckfaktor k = —0, 5 auswirkt.

b) Konstruieren und berechnen Sie das Bild P’Q'R’ des Dreiecks P(2]4), Q(4]2), R(6|6) bei
Streckung mit dem Streckfaktor k = —0, 5.

Ubung 2 Umkehrung einer Streckung

Das Dreieck PQR mit P(1|—2), Q(3|1), R(—2|1) wird um O mit dem Faktor k = 3 gestreckt.

a) Geben Sie die Koordinaten des Bilddreiecks P’Q'R’ an.

b) Mit welcher Streckung erhdlt man aus dem Bilddreieck P’Q'R’ das urspriingliche Dreieck
PQR? Geben Sie die Abbildungsgleichungen und die Matrixdarstellung an.

Ubung 3  Verschiedene Abbildungen

Gegeben ist das Dreieck P(4]2), Q(2]6), R(—2/4).

Ermitteln Sie die Koordinaten des Bilddreiecks P’Q’R’ bei der

a) Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 2. und 4. Quadranten,

b) Verschiebung mit dem Verschiebungsvektor,

¢) Drehung um den Koordinatenursprung O mit dem Drehwinkel o = 30°,

d) Streckung mit dem Streckfaktor k = 0,5 und dem Ursprung als Streckzentrum.



126 IV. Affine Abbildungen

B. Scherung mit der x-Achse als Scherachse

Bei einer Scherung mit der Scherachse AB D D' c c
wird ein Rechteck ABCD auf ein Parallelo-
gramm A'B'C'D’ abgebildet, wobei A’ = A
und B' = B ist. Eine Scherung bewirkt also
eine gewisse Verzerrung.

Die Scherung mit der x-Achse als Scher-

achse und dem Scherwinkel o hat folgen-

de Eigenschaften: ¥

1. Ein Punkt auf der x-Achse wird auf sich P p'
selbst abgebildet.

2. Der Bildpunkt P’ eines Punktes P liegt
auf der Parallelen zur x-Achse durch P.
Die Strecke PP ist parallel zur x-Achse.

3. Ist A der Lotfullpunkt des Punktes P auf / a
der x-Achse, so ist der Winkel <PAP’
der vorgegebene Scherwinkel o.

>y

A P=P'

Aus diesen Eigenschaften ergibt sich der Abbildungsgleichungen der Scherung:
folgende Zusammenhang zwischen den

Koordinaten x, y des Punktes P und den
Koordinaten x’, y’ seines Bildpunkt P’:

I. Ly‘":tanoc &< X' =x+y-tana, )
vy (¥)=("17)6)

Aus diesen Abbildungsgleichungen ergibt

sich die rechts aufgefiihrte Schermatrix. bzw. P =4 -pmit A = < (1) ta111oc )

X' =x+y-tano, y =y

Schermatrix zum Scherwinkel o:

Ubung 4 Scherung

Betrachtet wird die Scherung mit der x-Achse als Scherachse und dem Scherwinkel o = 45°.

a) Geben Sie die Abbildungsgleichungen und die Schermatrix M an.

b) Konstruieren Sie das Bild A'B'C'D’ des Rechtecks ABCD mit A(2(4), B(5]4), C(5]6),
D(2]6). Kontrollieren Sie die graphische Konstruktion rechnerisch.

¢) Auf welchen Punkt P’ wird P(—2|4) abgebildet?

d) Welcher Punkt Q wird auf Q’(6|3) abgebildet?

Ubung 5 Scherung

Eine Scherung mit der x-Achse als Scherachse bildet den Punkt P(4|2) auf den Punkt P'(8]2) ab.

a) Konstruieren Sie zeichnerisch die Bildpunkte A’ und B’ von A(2]6) und B(—3|—4).

b) Bestimmen Sie zunichst tan o und anschlieBend den Scherwinkel .

c) Bestidtigen Sie die Ergebnisse von a) durch Rechnung. Verwenden Sie die zu diesem Zweck
die Abbildungsmatrix oder die Abbildungsgleichungen.

Ubung 6 Vermischte Abbildungen

Welche Art von Abbildung wird durch die Abbildungsgleichungen definiert?

a) X' =—x b) X' =—y c) X' =x-2 d) X' =x+y
y=y y =x y =y+4 y =y
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C. Die Definition der affinen Abbildung

Die meisten der bisher betrachteten Abbildungen kdnnen durch eine Abbildungsgleichungen der
Form p’ = A - P mit einer 2 x 2-Matrix A beschrieben werden. Man spricht in diesen Fillen
von linearen Abbildungen. Die Verschiebung passt mit ihrer Abbildungsgleichungen p’ =p+V
nicht in dieses Schema. Man kann aber auch bei der Verschiebung eine Matrix ins Spiel bringen:

x\ _ /x viy _ (10Y (x Vi (10N ., g B .
<y’) = (Y) + <v2> = (0 1 ) (Y) + <v2>' A= <0 1 > ist die 2 x 2-Einheitsmatrix E.
Damit werden alle bisher betrachteten Abbildungen durch Gleichungen der Formp' = A-p+v

beschrieben. Bei den linearen Abbildungen ist v der Nullvektor 0 und bei der Verschiebung ist A
die Einheitsmatrix E. Weil bei diesen Abbildungen Originalfiguren und ihre Bildfiguren gewisse
,,Verwandtschaften™ aufweisen, nennt man sie affin (affins [lat.]: verschwégert, verwandt).

Definition 1V.1: Affine Abbildung
Eine Abbildung, die jedem Punkt
P(x|y) der Ebene R? | P(x|y|z) des Raumes R?
durch die Abbildungsgleichungen
x'=ajx+apy+apinz+v
Y =ax+any +anz+ vy
Z =a31x +any + a3z + v

xX'=a-x+b-y+v
y=cx+d-y+wv

bzw. die Matrix-Vektor-Darstellung

!

X/ arp app a3 X Vi
y | =| a1 ax ax3 |-[y |+]| V2
7/ az] a3y a3 z v3

REIORE
einen Bildpunkt

P’(x|y) des R? | P'(x|y|z) des R3
zuordnet, heilt affine Abbildung.

Kurzschreibweise mit Abbildungsmatrix A und dem Verschiebungsvektor v:

B =AY
Beispiel: Berechnung eines Bildpunktes
Eine affine Abbildung p’ = A - P+ sei festgelegt durch A = < _% ? ) und Vv = (_é)
Ermitteln Sie den Bildpunkt P’ des Punktes P(—3|2).
Losung:
¢ Wir verwenden die Matrix-Vektor-Darstel- Berechnung des Bildpunktes P':
¢ lung zur Berechnung der Koordinaten des X\ [/ 24 -3 1
: Bildpunktes P’ von P. y )~ (—3 1 ) ’ ( 2) * <—2>

>

Ergebnis: P'(3]9). = ((—23.)(-_(3—)3—3_1.12;12) - (‘g)

Ubung 7  Affine Abbildung eines Dreiecks
Auf welches Dreieck A'B'C’ wird das Dreieck A(—1|—2), B(1|—2), C(2|1) mit der affinen Ab-
bildung aus dem obigen Beispiel abgebildet? Zeichnen Sie beide Dreieck in ein x-y-System.
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D. Bestimmung einer Abbildungsmatrix

Kennt man bei einer affinen Abbildung ohne Verschiebungsvektor die Koordinaten der Bild-
punkte P’ und Q" zweier Punkte P und Q, so sind die Abbildungsmatrix und die Abbildungsglei-
chungen eindeutig festgelegt. Wir zeigen das an einem Beispiel auf.

Beispiel: Bestimmung einer Abbildungsmatrix

Bei einer affinen Abbildung ohne Verschiebung wird der Punkt P(1|—2) auf den Punkt
P’(0| — 1) und der Punkt Q(—2|3) auf den Punkt Q'(—1|—1) abgebildet. Bestimmen die Ab-
bildungsgleichungen und die Abbildungsmatrix der affinen Abbildung.

Losung:
: Wie setzen die Koordinaten der gegebenen Punkte P und P':
¢ Punkte P und Q und ihrer Bildpunkte P’ I: l-a—2-b = 0
und Q' in die Abbildungsgleichungen aus 1I: lic—2-d=—1
: Definition IV.1 ein. '
Es ergeben sich zwei lineare 2 x 2- Punkte Q und O':
¢ Gleichungssysteme (Gleichungen I und III Im: —2-a+3-b -1
bzw. Gleichungen II und I'V). v Cet3.de——1
Beide Gleichungssysteme werden mit dem Lésung des Gleichungssystems:
Additionsverfahren geldst, wie rechts dar- 2I+TT b= —1<b=1
: gestellt. inT: a=2
21M+1V: —d=-3 & d=3
in II: c=5
Aus der Losung erhalten wir unmittelbar Abbildungsgleichungen und Matrix:
: die Abbildungsgleichungen sowie die Ma- x'=2x+y /21
p trix der affinen Abbildung. y =-7x-3y N ( 53 )

Ubung 8 Bestimmung einer affinen Abbildung ohne Verschiebung
Wie lauten die Abbildungsgleichungen und die Abbildungsmatrix der affinen Abbildung, welche
die Punkte P(—5|3) und Q(5|3) ohne Verschiebung auf P’(3|—4) und Q'(—2|5) abbildet?

Fiir die Bestimmung einer affinen Abbildung mit Verschiebungsvektor v # 0 benétigt man die
Koordinaten von drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkte P, Q und R und ihrer Bildpunkte
P’, Q' und R’. Man erhilt dann zwei lineare 3 x 3-Gleichungssysteme, die mit einem geeigneten
Taschenrechner oder mit einem Computerprogramm sehr einfach zu 16sen sind.

Ubung 9 Bestimmung einer affinen Abbildung mit Verschiebung

Eine affine Abbildung bildet den Punkt P(1]3) auf P’(2|3), den Punkt Q(4|2) auf den Punkt

Q'(9]—12) und den Punkt R(—1|—3) auf den Punkt R’(4|—7) ab.

a) Weisen Sie nach, dass die Punkte P, Q und R nicht auf einer Geraden liegen.

b) Bestimmen Sie die Abbildungsgleichungen, die Abbildungsmatrix und den Verschiebungs-
vektor der affinen Abbildung.
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E. Abbildungen im R3

Bisher wurden nur Beispiele fiir Abbildungen im IR? betrachtet. Im dreidimensionalen Raum
geht man analog vor. Wir betrachten als Beispiele eine Spiegelung und eine Projektion.

Spiegelung an der x-z-Ebene:

A
z

o 6

Bei dieser Spiegelung bleiben x-Koordina-
te und z-Koordinate erhalten. Die y-Ko-
ordinate erfahrt eine Vorzeichenumkehr.

Die Abbildungsgleichungen lauten daher:
X =x,y=-y,7 =z

Die Matrixdarstellung der Abbildung ist

(100
p=(0-1 0])-p
0 0 1

Ubung 10

Senkrechte Projektion auf die x-y-Ebene:

A
z

¥
X

Bei dieser senkrechten Projektion bleiben
x-Koordinate und y-Koordinate erhalten.
Die z-Koordinate wird auf null gesetzt.

Die Abbildungsgleichungen lauten also:
X'=x,y=y,Z =0.

Die Matrixdarstellung der Abbildung ist

o (100
p=(010]p.
000

Wir betrachten diejenige affine Abbildung im IR3, die eine orthogonale Spiegelung an der x-z-

Ebene bewirkt.
a) Wie lautet die Abbildungsmatrix?

b) Bestimmen Sie das Bild des Dreiecks ABC mit A(2|—3]|1), B(3]—1/2), C(1|—2|4).
¢) Bestimmen Sie das Bild des Dreiecks ABC mit A(2|—3|1), B(3|—1|2), C(1|—2|4) bei einer
Spiegelung an der x-y-Ebene. Wie lautet nun die Abbildungsmatrix

Ubung 11

Welche anschauliche Bedeutung hat die af-
fine Abbildung o/ne Verschiebung im R,

deren Abbildungsmatrix A rechts steht?

Ubung 12

-1 0 0
A= 0—-1 0
0 0-—1

Betrachtet werden zwei affine Abbildung im IR3: Mit der ersten werden Raumobjekte orthogonal
in die x-y-Ebene projiziert. Mit der zweiten werden Raumobjekte am Ursprung gespiegelt.
a) Geben Sie die Abbildungsmatrix A der ersten Abbildung und die Abbildungsmatrizen B der

zweiten Abbildung an.

b) Welches Bild der Strecke PQ mit P(2|4|2) und Q(4]2|6) ergibt sich, wenn zunichst die erste
Abbildung und anschlieBend auf deren Ergebnis die zweite Abbildung angewendet wird?
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F. Die Umkehrabbildung einer affinen Abbildung
Existiert zur Abbildungsmatrix A die inverse Matrix A~!, dann gelten folgende Umformungen:

F=Ap+v o AP=p-v = A TAP=A.(F-V) & Ep=A"l-(F-9),

wobei E die Einheitsmatrix ist. Wegen E - p = p folgt schlielich: ‘ p=A1--V) ‘

Satz IV. 1: Umkehrbarkeit einer affinen Abbildung
Die affine Abbildung p’ = A - p+V ist umkehrbar, wenn die Inverse A~! existiert.

Eine umkehrbare affine Abbildung heiBt Affinitit. Im R? gibt es dafiir ein einfaches Kriterium:

Satz IV. 2: Umkehrabbildung einer affinen Abbildung im RR?

IstA = ( 2 3 ) die Abbildungsmatrix einer affinen Abbildung und gilt ad — be # 0,

dann existiert die Inverse A~ und es gilt: A~! = ; dibc - ( _d _b)

C a

Beweis:
Wir berechnen das Matrizenprodukt A~! - A:

d —b ab) 1 ad —bc bd —bd 10
ad— bc'(—c a)'(cd>_ad—bc'<ac—ac ad— bc) (01) E.
Die obige Rechnung zeigt, dass das Ergebnis dieser Multiplikation exakt die 2 x 2-Einheitsmatrix
ergibt. Damit ist der Satz IV.2 bewiesen.

AT A=

Ubung 13 Ergiinzung zum Satz IV.2
Zeigen Sie: Wendet man A auf den Punkt P(x|y) an, so erhélt man P’ (ax + by|cx + dy). Wendet
man nun A~! auf den Punkt P’(ax + by|cx +dy) an, so erhilt man wieder den Punkt P(x|y).

Mit Satz IV.2 kann man die Umkehrabbildung einer affinen Abbildung im R? bestimmen.

> | Beispiel: Umkehrabbildung , 45 3
. | Gegeben ist die affine Abbildung G,) = (2 3 ) . <;> + (2) Welcher Punkt P(x|y) wird durch

diese Abbildung auf den Punkt P'(9]5) abgebildet?

Losung:

: Wir subtrahieren zuerst den Verschie- Berechnung von P:

: bungsvektor vom Ortsvektor des Punktes 45\ /x\ /3 9

P’. Nun miissen wir nur noch das Ergebnis < 23 ) < >+ (2) = (5)

: von links mit der Inversen A~! der Abbil- 45 9 3

: dungsmatrix A multiplizieren, die wir vor- (;) ( 23 > (<5> (2))

¢ her berechnet haben.

© Als Ergebnis erhalten wir, dass der Punkt @) 1 ( g i) ( ) = ( )

» P(1,5/0) auf P'(9]5) abgebildet wird.

Ubung 14 Umkehrabbildung einer affinen Abbildung im R?

a) Zeigen Sie, dass A = (é % ) die Inverse A~! = < 7% _% ) besitzt.

b) Welcher Punkt P wird durch die Affinitit (;,) =(33)-(3)+(3) auf P'(3[3) abgebildet?
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G. Geometrische Deutung einer affinen Abbildung

Das kartesische Koordinatensystem hat als

— —
Basiselemente die Vektoren OP und OQ
mit P(0[1) und Q(1/0).

Das bedeutet: Der Ortsvektor eines belie-
bigen Punktes R(x|y) der Ebene lésst sich

darstellen durch @) =x- ((1)) + y((l))

Nun ermitteln wir die Bildpunkte P’ und Q'
dieser Basispunkte P und Q bei Anwen-
dung einer affinen Abbildung ohne Ver-
schiebung.

Die nebenstehende Rechnung zeigt, dass
die beiden Spaltenvektoren der affinen Ab-
bildungsmatrix A exakt den Ortsvektoren
der Bildpunkte P’ und Q' der Basis entspre-
chen. Die Ortsvektoren der Bildpunkte P’
und Q' bilden daher die Basis eines neuen,
affinen Koordinatensystems.

Damit sind wir in der Lage, die Bildpunk-
te einer affinen Abbildung zeichnerisch zu
bestimmen.

Beispielsweise erhdlt man das Bild des
Punktes R(2|2), indem man die Spalten-
—

—
vektoren der Matrix A — also OP’ und OQ’
— mit 2 multipliziert und anschlieend ad-
diert.

Die Rechnung ergibt ebenfalls den Bild-
punkt R’(4]6) im urspriinglichen kartesi-
schen Koordinatensystem.

yl

y R(xy)

P(0|1)
~Q(1)0)

1 X X

Ortsvektoren von P und Q:

OF = ()
06 =(})
Matrix der affinen Abbildung:
A= (25)

Ortsvektoren der Bildpunkte P’ und Q' :
o= (2)-()- ()

oo~ (34)-(1) = ()

Beispiel:

R

Ubung 15 Bestimmung eines Bildpunktes durch Zeichnung und Rechnung
Gegeben sind die Basispunkte P(0|1) und Q(1]0) eines kartesischen Koordinatensystems.

a) Bestimmen Sie die Bildpunkte P’ und Q' bei Abbildung mit der affinen Matrix A = < 7% é >

— —
b) Skizzieren Sie das durch die neue Basis OP’ und OQ’ definierte affine Koordinatensystem.
¢) Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch den Bildpunkt P’ des Punktes P(4|—1).
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H. Verkettung zweier affiner Abbildungen

Die Verkettung bzw. Hintereinanderausfiihrung zweier affiner Abbildungen mit den Abbildungs-
matrizen A bzw. B kann ersetzt werden durch eine einzige Abbildung, welche durch das Matri-
zenprodukt C = B - A als Abbildungsmatrix definiert ist. Bei der Multiplikation muss allerdings
die Reihenfolge strikt beachtet werden, da die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

> | Beispiel: Verkettung 5
¢ | Der Punkt P(2|1) wird mit der Matrix A = < 1 3 > auf den Punkt P'(x’|y’) abgebildet.

Danach wird P’ mit der Matrix B = ( 7% _é ) auf den Punkt P”(x”|y") abgebildet.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte P’ und P”.
b) Ermitteln Sie die Koordinaten des Punktes P” direkt aus denen des Punktes P.

Losung zu a):

: Wir berechnen P’, indem wir den Ortsvek- Berechnung von P (X|y):

i tors von P(2[1) von links mit der Matrix A X\ /2 =1\ 2\ _ /3

: multiplizieren. Resultat: P'(3]5). <y’) - ( 4 -3 ) ( ) o (5>

Danach wird der Ortsvektor von P’ von Berechnung von P"(X'|y"):

¢ links mit der Matrix B multipliziert. Das X 2 1\ 3 1

¢ Ergebnis lautet nun: P”(—1|—1). (y”) - ( 3 -2 ) ' <5> - <—1>

Losung zu b):

: Wir berechnen zuerst das Matrizenprodukt Matrizenprodukt:

: C=B-A. -2 1 2 -1 0 —1
: c=B-A=("32)(i53)=(23)
© AnschlieBend wird der Ortsvektor von P Direkte Berechnung von P":

¢ von links mit C multipliziert. Als Ergebnis X" 0 —1 2\ /-1

> ergibt sich wieder P”(—1|—1). y' < -2 3 > ) <1> N <—1>

Ubung 16 Verkettung

a) Der Punkt P(3]2) wird mit der Matrix A auf den Punkt P/
abgebildet. P’ wird anschlieBend mit der Matrix B auf P” A= <5 :g >, B= (é %)
abgebildet. Bestimmen Sie P” auf zwei verschiedene Arten.

b) Ein Punkt P(x|y) wird zuerst mit der Matrix A auf den Punkt P’(x'|y’) abgebildet. Danach
wird P'(x'[y’) mit der Matrix B auf den Punkt P”(x”|y”) abgebildet. Begriinden Sie, dass mit
der Matrix A~'- B! der Punkt P”(x"|y”) auf den Ausgangspunkt P abgebildet wird.

Ubung 17  Abbildung mit Drehung

a) Die Punkte P(1]3) und Q(3|2) werden zuerst mit der Matrix A = < :% % ) auf die Punkte P’
bzw. Q" abgebildet. Danach wird die Strecke P’Q’ um 135° gedreht. Das Drehzentrum ist der
Ursprung. Welche Strecke P”Q” erhélt man als Endergebnis?

b) Wie lautet das Endergebnis, wenn die Strecke PQ zuerst um 135° gedreht wird und danach
das Ergebnis P’Q)’ der Drehung mit der Matrix A aus Teil a) abgebildet wird?
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18. Abbildungsmatrix ermitteln
Bei einer affinen Abbildung wird die x-Achse auf sich selbst abgebildet und der Punkt P(1|3)
auf den Punkt P’(2|1). Wie lautet die Abbildungsmatrix der affinen Abbildung?

19. Bildpunkte geometrisch bestimmen
Eine affine Abbildung bildet P(0|0) auf P'(1|—2), Q(1|0) auf Q'(2|2) und R(0|1) auf
R’(—1]0) ab.
a) Zeichnen Sie das Gitter, auf das das kartesische Koordinatensystem abgebildet wird.
b) Ermitteln Sie zeichnerisch die Bildpunkte von A(—1|-2), B(1|-2), C(2|1), D(-3|2).
c) Wie lauten die Abbildungsgleichungen der affinen Abbildung?
Geben Sie auch die Abbildungsmatrix A und den Verschiebungsvektor v an.

20. Abbildungsmatrix bestimmen Bei ciner affinen Abbildung ohne Verschiebung wird der
Punkt P(3|2) auf P’'(—1|0) und Punkt Q(5|3) auf Q'(1|—2) abgebildet.
a) Wie lautet die Abbildungsmatrix dieser affinen Abbildung?
b) Welcher Punkt R wird auf R’(12]4) abgebildet?

21. Kriterium fiir Affinitit
Fiir welche Werte des Parameters a gehort die Matrix A zu einer Affinitét?

wa=(12)  wa=(W) aa=(12)  aa-(1%)

22. Verkettung von Abbildungen
Punkt P wird mit der Matrix A = ( % % ) auf P’ abgebildet.
AnschlieBend wird P’ mit der Matrix B = ( i :; ) auf P” abgebildet.
Ermitteln Sie die Koordinaten von P” direkt aus den Koordinaten von P,

a) P(1]3) b) P(—4[2) ¢)P(3|-5 d) P(—1|—4)

23. Vertauschung der Reihenfolge von Abbildungen
Wie lauten die Koordinaten des Punktes P”, wenn in Ubung 22 Punkt P zuerst mit der Matrix
B und der sich ergebende Bildpunkt anschlieBend mit der Matrix A abgebildet wird?

24. Umkehrabbildung

Wie lautet die Umkehrabbildung der Affinitit (;,) =(323)-0)+(3)?

25. Abbildungsart feststellen
Von einer affinen Abbildung sind die Abbildungsgleichungen bekannt. Geben Sie an, welche
Art von Abbildung vorliegt.
a) X' =x-2 b) X' =-2x ¢) X =—y d) X =x—4
Y=y y'=-2y y'=-x Yy =y+6

26. Abbildungen im R3
Untersuchen Sie die geometrische Wirkung der <_

SO~

Abbildungsmatrizen A und B. Welche geometri- A
sche Wirkung besitzt C = A-B?

o—o
—oco
~
o]
Il
—
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3. Eigenschaften affiner Abbildungen

A. Geradentreue und Teilverhatnistreue

Eine affine Abbildung hat mehrere charakteristische Eigenschaften, z. B. die Geradentreue: Das
Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade. Wir vollziehen dies an einem Beispiel nach.

Beispiel: Geradentreue

a) Weisen Sie nach, dass die Punkte P(0|1), Q(1|2) und R(3|4) auf einer Gerade liegen.
b) Zeigen Sie, dass die drei Bildpunkte P/, Q" und R’ bei Abbildung mit der Abbildungsmatrix

A= ((2) :} ) ebenfalls auf einer Geraden liegen.

Losung zu a):

: . — g .

: Die Vektoren PQ und PR haben nicht den
gleichen Betrag, aber die gleiche Richtung,
¢ da sie kollinear sind, denn es gilt:

B —

: PR=3-PQ.

: Daher liegen P, Q und R auf einer Geraden.

¢ Losung zu b:

© Zuerst berechnen wir die Bildpunkte P’, Q’
und R/, indem wir die Ortsvektoren (Sf’,
¢ OQ und OR von links mit der Abbildungs-
matrix A multiplizieren.

: . . . ]
¢ Dann zeigen wir, dass die Vektoren P'Q’

und ﬁ ebenfalls kollinear sind. Daraus
i folgt, dass die Bildpunkte P/, Q' und R’

>

ebenfalls auf einer Geraden liegen.

Aus obigem Beispiel kann eine weite-
re Eigenschaft affiner Abbildungen abge-
lesen werden, namlich die Teilverhiltni-
streue. Der Punkt Q teilt die Strecke PR
im Verhéltnis 1 : 2. In exakt demselben
Verhiltnis teilt der Bildpunkt Q' die Bild-
strecke P'R’.

Man kann dies verallgemeinern:
Bestehende Teilverhélnisse werden durch
affine Abbildungen nicht verindert.

Ubung 1 Geradentreue

Kollinearitit von }_’é und PR:

F a0t - (1) - () = ()
POk 0k (3 (1) )
= ﬁi: 3-%

Bildpunkte von P, Q und R:

~3 2 —1 0 -1
A-OP:<0 o )'(1)2(70 = P(=1|-1)
Analog ergeben sich Q'(0]—2), R'(2|—4).

—_— —_—
Kollinearitit von PQ' und P'R':
Po=( 1), PR=(3)=3.PQ

Geradentreue:
R’ Das Bild der Geraden
durch P und Q
P'_V ist die Gerade durch
R P'und Q.
Teilverhaltnistreue:
— —
5 PG [QR| =1:2
—_— —
P [P'Q|:|QR|=1:2

Wihlen Sie einen Punkt Q auf der Strecke PR mit P(—3|2) und R(6|—1). Berechnen Sie dann
die Bilder P’ und R’ bei der Abbuildung mit der Matrix A. Zeigen Sie, dass der Bildpunkt Q" auf
der Strecke P'R’ liegt.
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Ubung 2 Geradentreue und Teilverhéiltnistreue

Die Punkte P(—1|3), Q(1|—1) und ein Punkt R werden mit der Abbildungsmatrix A = ( ; _i )

auf die Punkte P/, Q' und R’ abgebildet.

a) Q teilt die Strecke PR im Verhiltnis 1 : 3. Ermitteln Sie die Koordinaten des Punktes R.

b) Bestimmen Sie die Bildpunkte P/, Q" und R’.

c) Zeigen Sie, dass P/, Q' und R’ auf einer Geraden liegen. Zeigen Sie weiter, dass der Punkt Q'

die Strecke P’R’ im Verhiltnis 1 : 3 teilt.

B. Parallelentreue

Affine Abbildungen sind parallelentreu. Parallelentreue bedeutet, dass bei affinen Abbildungen
parallele Geraden auf wiederum parallele Bildgeraden abgebildet werden.

Beispiel: Parallelentreue

Gegeben sind die Punkte P(—2|2),
Q(4|—1), R(—1/4) und S(3]2).

Die Geraden PQ und RS sind parallel.
Berechnen Sie die Bildpunkte der vier ge-
gebenen Punkte bei der Abbildung mit
A=(5 3)

Weisen Sie nach, dass die Geraden P’Q’
und R’S’ ebenfalls parallel sind.

R-\‘y

N

1

Losung:

i Zuerst werden die Bildpunkte P/, Q', R
: und S’ von P, Q, R und S ermittelt.

¢ Danach ist zu zeigen, dass die Richtungs-
: == < . .

. vektoren P’Q’ und R’S’ kollinear sind.

: Dann ist auch die dritte Eigenschaft affiner
» Abbildungen exemplarisch belegt.

Ubung 3 Parallele Geraden

Bildpunkte von P, Q, R und S:
P/(8[—14), Q'(-7/13),
R’(13]-22), S'(3]—4)

Richtungsvektoren der Bildgeraden:
PQ=("y) RS=(T13)=3PC

Die Gerade g verlduft durch die Punkte P(—1|—2) und Q(5|1). Die zu g parallele Gerade h

enthdlt den Punkt R(—2/3).

Berechnen Sie einen zweiten Punkt S der Geraden h. Weisen Sie nach, dass die Bilder der Gera-
den g und h bei der Abbildung mit der Matrix A = ( _g 7‘3‘ > parallel sind.

Damit haben wir exemplarisch drei wichti-
ge Eigenschaften affiner Abbildungen ge-
funden, die nebenstehend noch einmal zu-
sammengefasst aufgefiihrt sind:

— die Geradentreue,

— die Teilverhiltnistreue,

— die Parallelentreue.

Eigenschaften affiner Abbildungen

Das Bild einer Geraden ist eine Gerade.
Ein Teilverhéltnis wird durch eine affi-
ne Abbildung nicht verdndert.
Parallele Geraden werden auf parallele
Geraden abgebildet.



136

IV. Affine Abbildungen

4. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir zeigen im Folgenden anhand eines Beispiels, wie man die geometrische Wirkung einer li-
nearen Abbildung mit Hilfe sogenannter Eigenvektoren erschliefen kann.

Als Eigenvektor einer Abbildungsmatrix
A bezeichnet man jeden Vektor p # 0,
der auf einen kollinearen Vektor abgebildet
wird.

Es gibt also einen Parameterwert A € IR,
sodass p' = A -p, d.h. A-p=A1-p gilt.
Der Parameterwert A gibt den Streckfak-
tor beim Ubergang von p zum Bild p’ an.
Er wird als Eigenwert der Matrix A be-
zeichnet.

Bestimmungsgleichung fiir
Eigenwerte und Eigenvektoren

A-p=1-p, LR

Eigenvektoren von A:
Losungen p # 0 der obigen Gleichung

Eigenwerte von A:
zugehorige Parameterwerte A

Beispiel: Eigenwerte, Eigenvektoren

Gegeben sei eine Affine Abbildung mit der Abbildungsmatrix A = ( 12 ).

Zeigen Sie, dass die Vektoren p; = (%) und p, = (_%) Eigenvektoren von A sind.

Wie lauten die zugehorigen Eigenwerte A1 und A,?

Welche geometrische Wirkung besitzt die Abbildung?

: Losung:

. Die Bilder der beiden Vektoren p; und
: P sind 2p; bzw. —p,. Es handelt sich
also tatsdchlich um Eigenvektoren. Die
i zugehorigen Eigenwerte (Streckfaktoren)
sindkl =2 bzw. )uz =—1.

. Die geometrische Wirkung der Abbildung
¢ ldsst sich gut beurteilen, wenn man zwei
Ursprungsgeraden betrachtet, deren Rich-
: tungsvektoren die beiden Eigenvektoren
¢ der Abbildungsmatrix A sind:

g f)ZS'(%), g2 f’:t'(_%)-

. Die Abbildung bewirkt nimlich lings der
© Geraden g eine Streckung mit dem Fak-
tor A; = 2 und ldngs der Geraden g eine
¢ Streckung mit dem Faktor A, = —1.

Durch Einzeichnen dieser Geraden ldsst
sich dann zu einem gegebenen Punkt P der
¢ zugehorige Bildpunkt P’ wie rechts darge-

>

stellt leicht konstruieren.

Y
Ay=-1 g1
P
- P'
125)
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Im obigen Beispiel waren die Eigenvektoren vorgegeben. Es stellt sich also noch die Frage, wie
man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen kann.

Angenommen, eine affine Abbildungsma- Abbildungsmatrix:
trix A hat einen Eigenwert A und einen da- A—(ab
. . - X - (C d)
zugehorigen Eigenvektor p = (y) , welcher
nicht der Nullvektor ist. Eigenschaft eines Eigenvektors:
aby) (x\ _ a-(*
Die nebenstehende Umformung zeigt, dass < cd ) (y) - (y)

neben dem Nullvektor 0 = <8> auch der

X

Eigenvektor p = (y

) mit der Matrix
Umformung der Gleichung:

B= a—i b > ab X X A0 X
(" a2 (25026 (52)6)
auf den Nullvektor abgebildet wird. o ( a—1 b ) ) (x) (0)

Da zwei Vektoren auf denselben Vektor ab- c d-2 y 0
gebildet werden, ist die Abbildung mit der

Matrix B nicht umkehrbar. Die Matrix B

hat also keine inverse Matrix.

Quadratische Gleichung:
Da die Matrix B keine Inverse besitzt, gilt (a—A)(d—A)—bc=0

1. Seite 130):
Evg Me(le /l)) o A2 (atd)A+ad—be=0
a— d—A)—bc=0.

Man bezeichnet diese Gleichung als die Charakteristische Gleichung
charakteristische Gleichung der affinen einer affinen Abbildung
Abbildung.

A?—(a+d)A+ad—bc=0
Die charakteristische Gleichung kann als Die Losungen der charakteristischen
quadratische Gleichung keine, eine oder Gleichung sind die Eigenwerte der af-
zwei Losungen haben. Diese Losungen finen Abbildung.

sind die Eigenwerte der Matrix A.

> | Beispiel: Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren
: | Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenvektoren der affinen Abbildung mit

der Abbildungsmatrix A = ( é 7411 ) .

Losung:

i Die charakteristische Gleichung dieser Ab- Charakteristische Gleichung:
© bildung lautet A2 — 54 +6 = 0. A?—51+6=0

© Sie hat die Losungen A; =2 und A, = 3. Lésungen der Gleichung:

: Dies sind die Eigenwerte der Abbildung. Ma=34/B-4=3x]

Nun miissen noch die zugehdrigen Eigen-
v vektoren ermittelt werden.
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Mit dem Eigenwert A = 2 wird ein zu- Eigenvektoren zum Eigenwert A =2:
gehoriger Eigenvektor p auf den Vektor 2p < 1 -1 ) ) (x) _. <x>
abgebildet. 2 4 y
I x— y=2x
II: 2x+4y =2y
Wie rechts dargestellt, ergeben die Eigen- Lésungen:
: vektoren zu {L =2alle Vektoren1 der Gestalt L y= —x « |
S = inea- ) = =r-
<y> r <_1>, d.h. alle zu (_1> kollinea I 2y = —2x (Y) r (,1>

. ren Vektoren.

Analog ergeben sich als Eigenvektoren zu Eigenvektoren zum Eigenwert A =3:

% =3 alle Vektoren () =r- (_}). (370)-0)=3-()

I x— y=3x
II: 2x+4y =3y

Man kann diese beiden Scharen von Eigen- Lésungen:

vektoren auch als Ursprungsgeraden durch I y=-2x ~ !

i den Punkt P(1|—1) fir A = 2 bzw. durch I ve_2 = (y) =TI (_2)
den Punkt Q(1|-2) fiir A = 3 interpretie- SR A

> ren.

Ubung 1 Eigenwerte und Eigenvektoren
Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenvektoren der affinen Abbildung mit
der Matrix A.

Da=(25)  wA=(35)  9a-(s5)  @a-(i73)

Ubung 2 Spiegelung und Drehung
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir die

a) Spiegelung an der x-Achse,
b) Drehung um den Ursprung um 90°.

Ubung 3 Abbildungsmatrix ermitteln
Geben sie eine affine Abbildungsmatrix A an, welche die angegebenen Eigenwerte besitzt.

a) A=2und A =—4
b) A=5

Ubung 4 Abbildungsmatrix und Eigenvektoren bestimmen

Bei einer affinen Abbildung wird der Punkt P(1|1) auf P/(2]6) und der Punkt Q(4|—3) auf
Q'(1/3) abgebildet.

a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser affinen Abbildung.

b) Welche Eigenwerte hat die Matrix A?

¢) Berechnen sie die zugehodrigen Eigenvektoren.
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/~Uberblick

Affine Abbildung

Abbildungsgleichungen
einer affinen Abbildung

Matrix-Vektor-Darstellung
einer affinen Abbildung

Inverse Abbildung,
Affinitat

Verkettung

Eigenschaften affiner
Abbildungen

Charakteristische Gleichung

Eigenwerte

Eigenvektoren

Eine Abbildung, die jedem Punkt

P(x|y) der Ebene R?

| P(x|y|z) des Raumes R?

durch die nachfolgenden Abbildungsgleichungen bzw. die
Matrix-Vektor-Darstellung einen Bildpunkt

P/(x]y) des R?

| P'(x|y|z) des R?

zuordnet, heif3t affine Abbildung.

...im R%:
xX'=a-x+b-y+v
y=cx+dy+w

...im RZ:

(3)=(25)6)+()

...im R3:

X' =ayx+apy+apisz+ v
Yy =ayx+any+anz+vs
7 =azx+aypy+az+v3

...im R3:

!
X/ ar] a2 413 X
y |=| az21 a2 a3 ||y |+
7/ a3y azy as3 z

V3

Kurzschreibweise mit Abbildungsmatrix A: [p'=A-p+V

Existiert die Inverse A~! der Matrix A, so ist die affinen Ab-
bildung p’ = A -p + V umkehrbar und heit Affinitét.

ab

FﬁrAz(cd)mitadfbc#Ogilt:A_I: 1 (

ad—bc

<)

Die Verkettung bzw. Hintereinanderausfiihrung zweier affi-
ner Abbildungen mit den Abbildungsmatrizen A und B kann
ersetzt werden durch eine einzige Abbildung, welche durch
das Matrizenprodukt C = B - A definiert wird. Bei der Multi-
plikation muss die Reihenfolge strikt beachtet werden, da die
Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

Eine affine Abbildung ist
1. geradentreu:

Gerade abgebildet.

2. teilverhaltnistreu:

affine Abbildung nicht verdndert.

3. parallelentreu:

lele Geraden abgebildet.

. . o _/ab
...imR%* A%?—(a+d)A+ad—bc=0, Af(cd)

Eine Gerade wird wieder auf eine
Ein Teilverhéltnis wird durch eine

Parallele Geraden werden auf paral-

Die Losungen der charakteristischen Gleichung heiflen Ei-
genwerte der affinen Abbildungsmatrix.

Vektoren p mit der Eigenschaft p’ = Ap heiBen Eigenvekto-

ren zum Eigenwert A.

)
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/ Test \

Affine Abbildungen

1.

Spezielle affine Abbildungen

a) Der Punkt P(1|3) wird an der y-Achse gespiegelt. P’ sei der so erzeugte Bildpunkt. Dieser
wird anschlieBend durch eine 90°-Drehung auf den Punkt P” abgebildet.
Ermitteln Sie die Koordinaten von P” zunichst zeichnerisch und dann auch rechnerisch.
Bestimmen Sie bei der rechnerische Losung zundchst die Abbildungsmatrizen der beiden
beteiligten Abbildungen.

b) Bei einer Scherung mit der x-Achse als Scherachse wird Q(2|2) auf Q'(4/|2) abgebildet.
Wie grof ist der Scherwinkel o?

Zeichnerische Bestimmung von Punkten

Bei einer affinen Abbildung ohne Verschiebung werden y_‘

P(1]0) auf P’(1]1) und Q(0|1) auf Q'(—1]2) abgebildet.

a) Auf welchen Bildpunkt R’ wird der Punkt R(3|—1) QA% ]
abgebildet? Q2P

b) Welcher Punkt S wird auf den Bildpunkt S/(2|2) ab- — T
gebildet? ] Re

Verkettung von Matrizen / inverse Matrix

A= (‘11 g ) und B = ( 7% _2) sind die Abbildungsmatrizen zweier affiner Abbildungen.

a) Berechnen Sie das Matrizenprodukt A - B. Folgern Sie, welcher Zusammenhang zwischen
den Matrizen A und B besteht.

b) Auf welchen Bildpunkt P’ bildet die Matrix A den Punkt P(—4|3) ab?

¢) Welcher Punkt Q wird mit der Matrix A auf den Bildpunkt Q’(12|—8) abgebildet?

Bestimmung einer Abbildungsmatrix

Bei einer affinen Abbildung wird der Punkt P(—2|3) auf den Bildpunkt P'(—1|—9) und der
Punkt Q(1/4) auf den Bildpunkt Q'(6|—1) abgebildet.

Bestimmen Sie die zu dieser Abbildung gehérende Abbildungsmatrix A.

Eigenwerte und Eigenvektoren
Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehodrigen Eigenvektoren der Abbildungsmatrix

=1

Die Losungen finden Sie auf Seite 467




